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Aplicacao linear

Sejam V e W espacos vetoriais reais.

Uma aplicagdo linear (ou transformagio linear) de ¥V em W é uma fungdo

¢: V=W
X = ¢(X)

tal que
L o(X+Y)=d(X)+6(Y), VX, YeV;
2. p(cX)=cop(X), VceR, VXeV.

Se W =V, entdo ¢ diz-se um operador linear (ou endomorfismo) de V.
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Exemplos de aplicacoes lineares

1. Em R?, a reflexdo em relacdo ao eixo dos xx é dada pelo operador linear
¢: R? — R?
(Xay) = (X7_y)

2. A rotacdo em R3 em torno do eixo dos zz de angulo 8 é o operador linear
¢p: R — R3S
(x,y,z) — (xcos(8) — ysin(8), xsin(0) + y cos(6), z)

3. A derivada de polinédmios (fun¢des derivaveis) é a aplicagdo linear

¢: P,, — 77,771
p(x) = p'(x)

4. A primitiva (nula em a) de um polinémio é obtida pela aplicagdo linear
(b: Pn — PQ+1
p(x) — [ p(t) dt
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Propriedades e caraterizacao de uma aplicacao linear

Teorema: Seja ¢ : V — W uma aplicagdo linear. Ent3o

o ¢7(0v) = Ow.
e ¢ é uma aplicac3do linear se e s6 se

¢(aXi+ -+ aXy) = ad(X) + -+ ad(X),

para quaisquer Xi,...,Xx € Ve c,...,ck €R, com k > 2.

Coroldrio: Sejam ¢:V — W uma aplicacdo linear e By, =(Xy,..., X,)

uma base de V. Ent3o, ¢ é completamente determinada por ¢(X1),...,d(X,).
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Exemplo 1

Determinar a aplicacdo linear ¢ : V — W, com V = R? e WW = R?, sabendo que

$(1,1) = (2,3,1) e ¢(1,0) = (1,2,1).

e (1,1) e (1,0) sdo Li. e, portanto, By, = ((1,1),(1,0)) é base de R?;
e ¢(cr(1,1) 4+ &(1,0)) = (1. 1) + c¢(1,0), para todo c1, ¢, € R;

e se (x1,x2) =c(l,1) 4+ (1,0) = (a1 + ¢, c1), entdo
{C1+C2:X1 {C1:X2
<~
C1 = X2 C = X1 — X2

o d(x1, %) =xd(1,1) + (x1 — x2)$(1,0)
= X2(2, 3., 1) + (X1 - XQ)(]., 2, 1)

= (x1 + x2,2x1 + X2, x1).
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Aplicacoes lineares e vetores de coordenadas

Sejam ¢ : V — WV uma aplicagdo linear, X € V e ¢(X) € W,
By = (X1,...,X,) uma base de V e By, uma base de W.

(X]s, = |:31] - X = a1 Xy +- 4 anX
O BX) = amo(X) et a(X)
= [B(X)]5,, = ar[d(X1)]5,, + - + an[d(X,)] 5,y
— BXlm = [90Wn - [B0)]s,] :1]
-
M(¢, By, By) (X]s,,
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Matriz representativa de uma aplicacao linear

Teorema: Sejam ¢ : V — WV uma aplicagdo linear, By, = (Xi,...,X,) uma base de V e By,

uma base de W.

Para cada X € V,

[6( X)), = M(¢, By, Bw)[X] s,

onde

M(QS» 'BV7 BV\/) - [[(Q(Xl)]l%w T [O(Xn)]‘BW]

€ a matriz representativa de ¢ relativamente as bases By, e Byy.

As colunas desta matriz sdo os vetores das coordenadas na base By, das imagens dos vetores

da base By,.
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Exemplo 2

Determinar a matriz da aplicacdo linear ¢ : VV — W do exemplo 1 relativa as bases By, de V = R? e

Bw=((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) de W = R>.

Pela definicdo,
M(va By, Z%W) = [[95(1 1)]'5W [0(1 O)]'Bw} .

Basta calcular
Qa1
[o(1,1)]5,, = |:042:| <~ (2,3,1) = a1(1,0,1) + ax(1,1,0) + a3(0,1, 1),

as

b1
[6(1,0)] 5, = ﬁQ} — (1,2,1) = £i(1,0,1) + B2(1,1,0) + B3(0,1,1).
3
a1 +ar =2 Bi+ P =1
Obtém-se os sistemas wt+oaz=3 e B2+ B3 =2
ar+az=1 i+ B=1

que se podem resolver em simultaneo utilizando a matriz ampliada:

1 10| 21 1 0 0] 00O a1 P 00
011 3 2|~|0 10 2 1] = M((b7er7rBw) =laz B2 =12 1].
1 0 1|11 00 1|11 az B3 11
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Determinacao de uma matriz representativa

Método para a determinacdo de uma matriz representativa de ¢ : R — R,

Sejam
¢ :V — W uma aplicag¢do linear, com V =R" e W = R"™
By = (Xi,...,X,) uma base de V,
Byw = (Y1,..., Ym) uma base de W e
C,, a base candnica de VW = R".

Ent3o,

[M('B\/\N Gm)‘M((ZS BV; em)]:[yl t Ym‘d)(Xl) T QS(Xn)]N[Im‘M(d)nga BV\/)]
T

método de eliminacdo de Gauss-Jordan
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Mudanca das bases da matriz de uma aplicacao linear

As matrizes da aplicagdo linear ¢ : V — W relativas as bases 8§y, de V e 8y de W e,
respetivamente, as bases Ty, de V e Ty de W, satisfazem

M(o, Ty, Tw) = M(Sw, Tw) M(¢, 8y, 8w)M(Ty,Sy)

onde M(Ty,8y) e M(8yy,Tyy) sdo as matrizes de mudanga da base T, para a base Sy, de V e,
respetivamente, da base 8y) para a base Ty, de W.

¢ V w
M(¢,8v, 8w)
[Xls, [6(X)]s
M(Ty,8y) T { M(8w, Tw)
(X]7y [A(X)]7
M(¢7 (‘T\/"a (‘TV\/)
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Exemplo 3
Determinar ¢ : V — YV do exemplo 1 usando mudancas de bases.

Como ¢(1,1)=(2,3,1),¢(1,0)=(1,2,1) e By =((1,1),(1,0)), tem-se

(rb(X) = [¢(X)](°3 = M(QS? 62,63) [X]ez = M(d)v e2763) X:
sendo

° M(d), 62,63) = M((j),Bv, 63) M(GQ,BV), com

2 1
o M(¢,By.C3) = [[¢(1.1)]e, [4(1,0)]e,] = E %] e

—1
° M(GQ,B\;) = M(Bv,62)71 = |:1 1:| .

10
Logo,
21 11 -1 « X1 + xo
o) = M0, v, ) M(E23) =3 2|1 3] 2] <[ 20
X1
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Operadores lineares, matrizes semelhantes e identidade

No caso de um operador linear ¢ : V — V consideram-se, geralmente, matrizes relativas a uma
unica base. Assim, sendo & e T duas bases de V,

M(T,T) = M(T,8) M(¢, 8., 8) M(S,T)
= (M(8,7))"*M(¢,8,8) M(S,T).

Teorema: Duas matrizes s3o semelhantes se e sé se sdo matrizes representativas do mesmo
operador linear relativas a duas bases diferentes.

A aplicagdo (operador) identidade de V é idy,: V—V tal que idy(X)=X.
» A matriz da aplicagdo identidade relativa a qualquer base 8 de V é a matriz identidade:
M(idy, 8, 8) = 1.

» A matriz da aplicacdo identidade relativa as bases S e 7 de V é a matriz de mudanca da
base 8 para a base T:
M(idy, 8,T) = M(S, 7).
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Nucleo e imagem de uma aplicacao linear

Seja ¢ : V — VW uma aplicagdo linear. O niicleo de ¢ é o conjunto
ker(p) ={X € V: ¢(X) =0w}.
A imagem de ¢ é o conjunto
im(#) = {6(X): X €V}
de todos os vetores de V' que sdo imagem de algum vetor de V.

Teorema: Seja ¢ : V — W uma aplicacdo linear. Ent3o
» ker(¢) é um subespago vetorial de V;
» im(¢) é um subespaco vetorial de WV.

Exercicio:
Dada A uma matriz m x n e ¢ a aplicagdo linear ¢ : R" — R™, com ¢(X) = AX, mostrar que
ker(¢) = N(A) e im(¢) = C(A).
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Exemplo 4
Determinar ker(¢) e im(¢) para ¢ : R® — R? definida por
p(x,y,z) = (x+y,x+y+2).
ker(¢) = {X € R*: ¢(X) = (0,0)}

={(x,y,2) eR3: y=—x, z=0}
={(x,—x,0): x€ X e R}.

im(¢) ={Y €eR?: ¢(X) =Y, XecR%}
={(u,v)) € R?: o(x,y,z) = (u,v), (x,y,2) € R3}
={(u,v): u=x+y, v=x+y+z (X,y,z)€R3}.

110 u 110 w
[A|B]:[1 11 v} [o 01 vu}
L2<—L2—L1

Para qualquer (u,v) € R?, car(A) = car(A|B) = 2, ou seja, o sistema AX = B é possivel.
Portanto, im(¢) = R.
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Aplicacao linear injetiva, sobrejetiva e isomorfismo

Recordar que uma fungcdo ¢ : V — W é

» injetiva se, V X1, Xo € V,
X1 # X & ¢(X1) # (Xz),
ou, equivalentemente, ¢(X1) = ¢(X2) = X1 = Xp;

> sobrejetiva se im(¢) =W,
» um isomorfismo se é injetiva e sobrejetiva, isto é, se é bijetiva.
Teorema: Seja ¢ : V — W uma aplicacdo linear. Ent3o

e ¢ éinjetiva <= ker(¢p) ={0y} <= dimker(¢)=0.
e ¢ ésobrejetiva <= im(¢) =W < dimim(¢) =dimW.

A aplicagdo linear do Exemplo 4 é sobrejetiva (im(¢) = R?) mas n3o € injetiva
(ker(¢) # {(0,0,0)}), logo ndo é um isomorfismo.
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Nucleo e espaco nulo, imagem e espaco das colunas

Sejam ¢ : V — W uma aplicacdo linear,
By uma base de V, dimV = n,
Byy uma base de W, dim W = m,
A= M, By, By] (matrizmx n)e

N(A) e C(A) s3o, respetivamente, o espaco nulo e o espaco das colunas de A.

Teorema:
o X € ker(¢) & [X]s, € N(A);
e Yecim(¢) < [Y]s,, €C(A);

Corolario:
e dimker(¢) = dim N (A) = nul(A);
e dimim(¢) =dimC(A) = car(A);
e ¢ éinjetiva < car(A) = n;
e ¢ é sobrejetiva < car(A) = m.
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Teorema das dimensoes

Teorema (das dimensdes): Seja ¢ : V — W uma aplicagdo linear. Ent3o

dimker(¢) + dimim(¢) = dim V.

Corolario: Seja ¢ : V — W uma aplicacido linear.
dimY <dimW =- ¢ nao é sobrejetiva;
dimY >dimW = ¢ ndo é injetiva;
se dim) = dim W entdo
¢ é injetiva <= ¢ é sobrejetiva <= ¢ é um isomorfismo;

¢ é isomorfismo = dimV = dim W.
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Isomorfismo e invertibilidade

Teorema: Sejam ¢ : V — VW uma aplicagdo linear, dim)V = dim W = n,
By uma base de V e Byy uma base de V. Entéo,
e ¢ é um isomorfismo <= M(¢p, By, Byy) é invertivel.

e Se ¢ é um isomorfismo, ent3o ¢ é invertivel e $~1 : ¥V — V é uma aplicacio linear com

M(¢7t, By, By) = (M(¢, By, Bw)) L.

Exercicio: Sejam B uma base de V, com dimV =n, e
¢V —>R"
X = [X]B

Verifique que ¢ é um isomorfismo e que M(¢, B, Cp,) = I,.
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